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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ âûðîæäàþùå-
ãîñÿ óðàâíåíèÿ 4-ãî ïîðÿäêà. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âûäåëåíèåì îñîáåííîñòè. Äîêàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà çàäàííîì êëàññå ïðàâûõ ÷à-
ñòåé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà,
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìóëüòèïëèêàòèâíîå âûäåëåíèå îñîáåííîñòè.
Ââåäåíèå
Àíàëèç ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäàþùèìèñÿ êîýèöèåíòàìè ïîêà-
çûâàåò, ÷òî èõ ðåøåíèÿ èìåþò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
íåîãðàíè÷åííûì ðîñòîì ïðîèçâîäíûõ (ñì., íàïðèìåð, [14℄). Ñòàíäàðòíûå ïðîåê-
öèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, íå ó÷èòûâàþùèå ýòè
îñîáåííîñòè, îêàçûâàþòñÿ ìàëîýåêòèâíûìè è ïëîõî ñõîäÿùèìèñÿ. Äëÿ ïðå-
îäîëåíèÿ âîçíèêàþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîä-
õîäû: ñïåöèàëüíûå çàìåíû ïåðåìåííûõ â èñõîäíîì óðàâíåíèè, ñãóùåíèå ðàñ÷åò-
íîé ñåòêè â îêðåñòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿ, èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ áàçèñíûõ
óíêöèé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ è äðóãèå ïðèåìû. Òàê, äëÿ âûðîæäàþùå-
ãîñÿ óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà â [5℄ áûëà ïîñòðîåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà 1-ãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà îðòîòðîïíî-ñãóùàþùåéñÿ ñåòêå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ, êî-
òîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è êàê ñõåìó ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)
ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðè
ñïåöèàëüíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ. Â ðàáîòå [6℄ òàêæå èñïîëüçîâàëîñü îðòîòðîï-
íîå ïî íàïðàâëåíèþ ê ëèíèè âûðîæäåíèÿ ñãóùåíèå, òî åñòü ëèíåéíûå ðàçìåðû
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ òðèàíãóëÿöèè ïî âûðîæäàþùåéñÿ ïåðåìåííîé óìåíüøàëèñü
ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì. àâíîìåðíîå (èçîòðîïíîå)
ïî âñåì ïåðåìåííûì ñòåïåííîå ñãóùåíèå ñåòêè ê òî÷êàì âûðîæäåíèÿ ïðèìåíÿëîñü
â ðàáîòàõ [79℄ äëÿ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà è â ðàáî-
òå [10℄  äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ 4-ãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì, ÷òî ñãóùåíèå ñåòêè,
õîòÿ è óëó÷øàåò àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê, íî ïðèâî-
äèò ê íåæåëàòåëüíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýåêòàì äðóãîãî ðîäà 
ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ â ðåçóëüòèðóþùåé ñèñòåìå ÌÊÝ è
åå õóäøåé îáóñëîâëåííîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàçèðàâíîìåðíûìè òðèàíãóëÿöèÿìè
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ÷òî áûëî çàìå÷åíî åùå â ñòàòüå [5℄. ×òî êàñàåòñÿ óõóäøåíèÿ
â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ñâîéñòâ ñèñòåì óðàâíåíèé ÌÊÝ äëÿ çàäà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåãóëÿðíûìè çàäà÷àìè, òî ýòî ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íåèçáåæíîé
ïëàòîé çà óäîâëåòâîðèòåëüíóþ èëè îïòèìàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñèíãóëÿðíîñòè.
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Äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà â ñòàòüå [11℄ áûë ïðåä-
ëîæåí îïòèìàëüíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ
êëàññà ïðàâûõ ÷àñòåé èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà, òî åñòü íàèáîëåå áûñòðî
ñõîäÿùèéñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå çàäà÷è ïðîåêöèîííûé ìåòîä íà äàííîì êëàññå
âõîäíûõ äàííûõ. Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííî-
ñòè, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîãî
ñèíãóëÿðíîãî âåñà è íîâîé íåèçâåñòíîé óíêöèè, êîòîðàÿ, êàê ïîêàçûâàþò àïðèîð-
íûå îöåíêè [4℄, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñòàíäàðòíûìè
êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè óíêöèÿìè. Ýòîò ìåòîä ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÌÊÝ ñî
ñïåöèàëüíûì áàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ïðîèçâåäåíèé ñèíãóëÿðíîãî âåñà íà êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíûå áàçèñíûå óíêöèè îáû÷íîãî ÌÊÝ, ïîýòîìó äëÿ åãî ðåàëèçàöèè
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðîöåäóðû òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè è ãåíåðèðîâàíèÿ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé ñ îïòèìèçàöèåé íóìåðàöèè óçëîâ ñåòêè, çàëîæåííûå â ñòàíäàðòíûõ
ïàêåòàõ ïðîãðàìì ÌÊÝ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèìåíÿåì ìóëüòèïëèêàòèâíîå âûäåëåíèå îñîáåííî-
ñòè äëÿ äèñêðåòèçàöèè ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè âûðîæäàþùåãîñÿ îáûêíî-
âåííîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 4-ãî ïîðÿäêà. àíåå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
â [12℄ áûë ïîñòðîåí ìåòîä 2-ãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñ êóáè÷åñêèìè ýðìèòîâûìè
ýëåìåíòàìè. Ñõåìû ÌÊÝ âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ
óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà àíàëèçèðîâàëèñü â [13℄.
1. Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåñîâûå êëàññû óíêöèé íà èíòåðâàëå Ω = (0, 1) . Äëÿ
âåùåñòâåííîãî γ ÷åðåç L2,γ ≡ L2,γ(Ω) (äàëåå ñèìâîë Ω áóäåì îïóñêàòü, êîãäà
îí ïîäðàçóìåâàåòñÿ èç êîíòåêñòà) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ óíêöèé
ñ êîíå÷íîé íîðìîé
‖u|L2,γ‖ =

 ∫
Ω
|x−γu|2 dx


1/2
.
Ïóñòü s  öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî óíêöèé, ó êîòîðûõ ïî÷òè
âñþäó îãðàíè÷åíà îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà s , îáîçíà÷èì ÷åðåç W s
∞
. ×åðåç
Hsγ áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî óíêöèé, èìåþùèõ îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ
ïîðÿäêà s êëàññà L2,γ , òî åñòü óíêöèé, ó êîòîðûõ êîíå÷íà ïîëóíîðìà ‖D
su|L2,γ‖ ,
ãäå Ds  îïåðàòîð îáîáùåííîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà s . Ýòî ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñ íîðìîé
‖u|Hsγ‖ =
(
‖Dsu|L2,γ‖
2 + ‖u|L2(δ, 1)‖
2
)1/2
,
ãäå δ ∈ (0, 1) èêñèðîâàíî. Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãóþ, ýêâèâàëåíòíóþ
íîðìó
‖u|Hsγ‖ =

‖Dsu|L2,γ‖2 + s−1∑
j=0
|Dju(1)|2


1/2
.
×åðåç C∞0 (Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèåðåíöèðó-
åìûõ óíêöèé, èìåþùèõ êîìïàêòíûå íîñèòåëè â èíòåðâàëå Ω . Çàìûêàíèå ìíî-
æåñòâà óíêöèé C∞0 â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H
s
γ îáîçíà÷èì ÷åðåç
◦
Hsγ . Çàìûêàíèå
â Hsγ áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðóåìûõ èíèòíûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1 óíê-
öèé îáîçíà÷èì ÷åðåç H˙sγ . Ïðè γ = 0 ýòîò ñèìâîë â îáîçíà÷åíèÿõ ïðîñòðàíñòâ áóäåò
îïóñêàòüñÿ.
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Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå âëîæåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ìîæíî íàéòè
â [13, 14℄, [15, . 378℄, [16, . 319℄.
Òåîðåìà 1.
(i) Ïðîñòðàíñòâî Hmα íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî H
k
β (H
m
α ⊂ H
k
β )
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà k < m, β < 1/2 è m + α −
−k−β ≥ 0 ; åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî äàííîå âëîæåíèå êîìïàêòíî.
(ii) Åñëè γ > −1/2 , òî ïðîñòðàíñòâî
◦
Hsγ = {u ∈ H
s
γ : D
ku(0) = Dku(1) = 0,
k = 0, 1, . . . , s− 1} ;
åñëè γ + s < 1/2 , òî
◦
Hsγ = H˙
s
γ = {u ∈ H
s
γ : D
ku(1) = 0, k = 0, 1, . . . , s− 1} .
(iii) Ïðîñòðàíñòâî
◦
H sγ íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî
◦
H
s−k
γ+k ïðè k =
= 0, 1, . . . , s .
(iv) Ïðîñòðàíñòâî Hsγ âëîæåíî â C
s−1[0, 1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà γ >
> −1/2 ; ïðè ýòîì äàííîå âëîæåíèå êîìïàêòíî.
(v) Ïóñòü U  ïðîèçâîëüíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð L : U → Hsγ áûë êîìïàêòåí, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû áûë êîìïàêòåí îïåðàòîð DsL : U → L2,γ .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî µ îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Õàðäè
Kµu(x) = x
µ−1
x∫
0
y−µu(y) dy.
Åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom Kµ îïåðàòîðà Õàðäè Kµ ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî èçìåðèìûõ íà Ω óíêöèé u(y) , äëÿ êîòîðûõ óíêöèÿ y−µu(y) èíòåãðè-
ðóåìà ïî Ëåáåãó íà èíòåðâàëå (0, x) äëÿ êàæäîãî x ∈ (0, 1) .
Òåîðåìà 2 [4℄. Äëÿ îïåðàòîðà Õàðäè ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
(i) åñëè µ < min(1, γ + s+ 1/2) , òî Kµ íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð èç H
s
γ â H
s
γ ;
(ii) äëÿ µ 6= ν èìååò ìåñòî ïñåâäîðåçîëüâåíòíîå òîæäåñòâî
KµKν = KνKµ =
1
µ− ν
(Kµ −Kν);
(iii) äëÿ îïåðàòîðà Õàðäè ñïðàâåäëèâû îðìóëû äèåðåíöèðîâàíèÿ:
åñëè u ∈ dom Kµ , òî xDKµu = u+ (µ− 1)Kµu ;
åñëè åùå Du ∈ dom Kµ , òî DKµu = Kµ−1Du .
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ
Íà èíòåðâàëå Ω = (0, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíîå óðàâíåíèå 4-ãî ïîðÿäêà
Au ≡ D2(xαa(x)D2u) + xβb(x)u = f(x), (1)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå
u(0) = Du(0) = u(1) = Du(1) = 0. (2)
Ïàðàìåòðû α è β îïèñûâàþò ñòåïåííûå îñîáåííîñòè êîýèöèåíòîâ äèåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà A .
Äàëåå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ íà êîýèöèåíòû óðàâíåíèÿ:
α < 1 (óñëîâèå ñëàáîãî âûðîæäåíèÿ); β+4−α > 0 ; a(x) ≥ a0 > 0, b(x) ≥ 0 ; a, b 
äîñòàòî÷íî ãëàäêèå óíêöèè (èõ ãëàäêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íèæå).
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Ïîëîæèì û(x) = u(x)/σ(x) , ãäå u  ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), σ(x) = x2−α .
Îïðåäåëèì îïåðàòîð Â îðìóëîé Âû = A(σû) . Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè óíêöèè û :
Âû(x) = f(x), σû|x=0 = D(σû)|x=0 = û(1) = Dû(1) = 0. (3)
Äëÿ ðåøåíèÿ û ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ãëàäêîñòè
Òåîðåìà 3. Ïóñòü α − 5/2 − s < γ < 1/2 , a ∈ W s+2
∞
, xβ+2−αb ∈ W s
∞
. Òîãäà
îïåðàòîð Â îñóùåñòâëÿåò èçîìîðèçì ïðîñòðàíñòâà Hs+4γ−2 ∩ H˙
2
γ íà H
s
γ . Ïðè
ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ x4−αD2û(x)
∣∣
x=0
=
= 0 , D
(
x4−αD2û(x)
) ∣∣
x=0
= 0 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð Â ïðåäñòàâèì â âèäå Â = Â0 +B , ãäå
Â0û(x) = D
2
(
xαa(x)D2(σ(x)û(x))
)
, Bû(x) = xβ+2−αb(x)û(x).
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû íà êîýèöèåíòû a è b íåïîñðåäñòâåííûì äè-
åðåíöèðîâàíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû Â0, B è Â íåïðåðûâíû èç H
s+4
γ−2
â Hsγ .
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Â0 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðèçìîì ïðîñòðàíñòâà H
s+4
γ−2 ∩ H˙
2
γ
íà Hsγ , à îïåðàòîð B êîìïàêòåí èç H
s+4
γ−2 â H
s
γ . Òîãäà îïåðàòîð Â = Â0 + B
áóäåò êîìïàêòíûì âîçìóùåíèåì èçîìîðèçìà Â0 . Òàê êàê îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
Âû = Au = 0 èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (ýòî ñëåäóåò èç ýëëèïòè÷íîñòè
îïåðàòîðà A), òî â ñèëó àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà îïåðàòîð Â : Hs+4γ−2 ∩ H˙
2
γ → H
s
γ
áóäåò èçîìîðèçìîì.
Ïóñòü f ∈ Hsγ . Äâàæäû èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1) ñ b(x) ≡ 0 , ïîëó÷èì
xαa(x)D2u(x) = p(x) + f1(x) , ãäå p(x)  ïîëèíîì ïåðâîé ñòåïåíè, êîòîðûé ïîäáè-
ðàåòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â òî÷êå x = 1 , óíêöèÿ f1(x) òàêàÿ, ÷òî D
2f1 = f,
f1 ∈ H
s+2
γ . Ïîëîæèì g(x) =
p(x) + f1(x)
a(x)
. Òîãäà g ∈ Hs+2γ , òàê êàê a ∈ W
s+2
∞
è
a(x) ≥ a0 > 0 . Ïîñêîëüêó α− j < min(1, γ− j+s+2+1/2) äëÿ j = 0, 1, . . . , s+2 , òî
Djg ∈ dom Kα−j . Ñëåäîâàòåëüíî, x
−αg ∈ L1(0, t) äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, 1) , è ñ ó÷åòîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â òî÷êå x = 0 ïîëó÷èì
u(x) =
x∫
0
y∫
0
t−αg(t) dt dy,
ñîîòâåòñòâåííî,
û(x) = xα−2
x∫
0
y1−αyα−1
y∫
0
t−αg(t) dt dy = Kα−1Kαg.
Èñïîëüçóÿ îðìóëû äèåðåíöèðîâàíèÿ îïåðàòîðà Õàðäè (òåîðåìà 2) è óñëîâèå
α− 5/2− s < γ , áóäåì èìåòü:
Ds+2û = Ds+2(Kαg −Kα−1g) = Kα−s−2D
s+2g −Kα−s−3D
s+2g ∈ L2,γ ,
Ds+3û =
Ds+2g
x
+
α− s− 3
x
Kα−s−2D
s+2g −
Ds+2g
x
−
α− s− 4
x
Kα−s−3D
s+2g =
=
4 + s− α
x
Kα−s−3D
s+2g −
3 + s− α
x
Kα−s−2D
s+2g ∈ L2,γ−1,
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Ds+4û =
(4 + s− α)(α − s− 5)
x2
Kα−s−3D
s+2g−
−
(3 + s− α)(α − s− 4)
x2
Kα−s−2D
s+2g +
Ds+2g
x2
∈ L2,γ−2.
Ñëåäîâàòåëüíî, û ∈ Hs+4γ−2 , è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ Õàðäè ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ‖û|Hs+4γ−2‖ ≤ c‖f |H
s
γ‖ . Ïîñêîëüêó ïðè γ < 1/2 âûïîëíåíû âëîæåíèÿ H
s+4
γ−2 ⊂
⊂ Hs+2γ ⊂ H
2
γ , òî ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ û â òî÷êå x = 1 ïîëó÷èì,
÷òî û ∈ Hs+4γ−2 ∩ H˙
2
γ . Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Â0 åñòü èçîìîðèçì ïðîñòðàíñòâà
Hs+4γ−2 ∩ H˙
2
γ íà H
s
γ .
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â òî÷êå x = 0 . Òàê êàê
D2û = Kα−2D
2g −Kα−3D
2g ∈ Hsγ ,
òî ïðè x→ 0
x4−αD2û = x
x∫
0
t2−αD2g(t) dt−
x∫
0
t3−αD2g(t) dt→ 0
è
D(x4−αD2û) =
x∫
0
t2−αD2g(t) dt+ xx2−αD2g(x)− x3−αD2g(x) =
=
x∫
0
t2−αD2g(t) dt→ 0.
Íàêîíåö ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð B : Hs+4γ−2 → H
s
γ êîìïàêòåí. Ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî
DsBû(x) =
s∑
j=0
CjsD
s−j(xβ+2−αb(x))Dj û(x). (4)
Ïðîñòðàíñòâî Hs+1−jγ êîìïàêòíî âëîæåíî â L2,γ (òåîðåìà 1), ñëåäîâàòåëüíî, îïå-
ðàòîð Dj : Hs+1γ → L2,γ êîìïàêòåí äëÿ j = 0, 1, . . . , s . Èç óñëîâèÿ x
β+2−αb ∈
∈ W s
∞
ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå Dk(xβ+2−αb) (k = 0, 1, . . . , s) îãðàíè÷åíû
íà Ω . Èç ðàâåíñòâà (4) è òåîðåìû 1 (óòâåðæäåíèå (v)) âûòåêàåò êîìïàêòíîñòü
îïåðàòîðà B : Hs+4γ−2 ⊂ H
s+1
γ → H
s
γ .
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè a, xβ+2−αb, f  óíêöèè êëàññà C∞[0, 1] , òî óíêöèÿ
û ∈ C∞[0, 1] .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3 ïðè γ = 0 è âëîæåíèÿ Hs+4
−2 ⊂ H
s+2
ñëåäóåò
îöåíêà ‖û|Hs+2‖ ≤ c‖f |Hs‖ . Òàê êàê Hs+2 ⊂ Cs+1 , òî û ∈ Cs+1[0, 1] äëÿ ëþáîãî s ,
òî åñòü û ∈ C∞[0, 1] .
Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå û çàäà÷è (3) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé óíêöèåé
è åå ãëàäêîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè f è êîýèöèåíòîâ a,
xβ+2−αb è íå çàâèñèò îò ñòåïåíè âûðîæäåíèÿ α , òîãäà êàê ó ðåøåíèÿ u èñõîäíîé
çàäà÷è ïðè α > 0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè âûðîæäåíèÿ x = 0 ,
âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íà.
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3. Âàðèàöèîííàÿ îðìóëèðîâêà çàäà÷è
àññìîòðèì îáîáùåííóþ ïîñòàíîâêó èñõîäíîé çàäà÷è (1), (2) íà ïðîñòðàíñòâå
V =
◦
H 2
−α/2 ñ íîðìîé ‖u|V ‖ =

 ∫
Ω
xα
(
D2u
)2
dx


1/2
. Îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ
îðìó a íà ïðîñòðàíñòâå V × V è ëèíåéíûé óíêöèîíàë f íà ïðîñòðàíñòâå V
ïî îðìóëàì
a(u, v) =
∫
Ω
(
xαaD2uD2v + xβbuv
)
dx, f(v) =
∫
Ω
fv dx.
Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) áóäåì ïîíè-
ìàòü óíêöèþ u ∈ V , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
a(u, v) = f(v) ∀ v ∈ V. (5)
Òåîðåìà 4. Åñëè γ ≥ α/2 − 2 − s , òî ðåøåíèå u ∈ V çàäà÷è (5) ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ Hsγ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü áèëèíåéíîé îðìû a :
|a(u, v)| ≤
∫
Ω
|xαaD2uD2v + xβbuv| dx ≤
∫
Ω
|xαaD2uD2v| dx+
∫
Ω
|xβbuv| dx ≤
≤ c1
[( ∫
Ω
xα
(
D2u
)2
dx
)1/2( ∫
Ω
xα
(
D2v
)2
dx
)1/2
+
+
( ∫
Ω
xβu2 dx
)1/2( ∫
Ω
xβv2 dx
)1/2]
≤ c‖u|V ‖‖v|V ‖,
ïîñêîëüêó V ⊂ L2,−β/2 ïðè β+4−α > 0 . Ýëëèïòè÷íîñòü îðìû a íà ïðîñòðàíñòâå
V ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ
a(u, u) ≥
∫
Ω
xαa
(
D2u
)2
dx ≥ a0‖u|V ‖
2.
Òàê êàê V ⊂ L2,2−α/2 , òî ëèíåéíûé óíêöèîíàë f íåïðåðûâåí íà V , åñëè f ∈
∈ L2,α/2−2 ⊂ V
∗
. À ýòî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó Hsγ ⊂ L2,α/2−2 ïðè γ ≥ α/2− 2− s .
Èç ñâîéñòâ áèëèíåéíîé îðìû a è ëèíåéíîãî óíêöèîíàëà f ñëåäóåò, ÷òî âàðèà-
öèîííîå óðàâíåíèå (5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî.
Ïîëîæèì V̂ = H˙2α/2−2 . ×åðåç σ îáîçíà÷èì ëèíåéíûé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà
óíêöèþ σ(x) = x2−α . Â [12℄ äîêàçàíà
Ëåììà 1. Îïåðàòîð σ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðèçìîì ïðîñòðàíñòâà V̂ íà ïðî-
ñòðàíñòâî V .
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (5) íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå V ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîé çàäà÷å íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V̂ : íàéòè
óíêöèþ û ∈ V̂ òàêóþ, ÷òî
â(û, v̂) = f̂(v̂) ∀ v̂ ∈ V̂ , (6)
ãäå â(û, v̂) = a(σu, σv), f̂(v̂) = f(σv) . Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ çàäà÷ (5) è (6) ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì u = σû .
Î ÑÕÅÌÀÕ ÌÊÝ ÂÛÑÎÊÎÎ ÏÎßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 241
4. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè
Íà îòðåçêå [0, 1] çàäàäèì íàáîð óçëîâ 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 . Äàííûé
íàáîð òî÷åê îáðàçóåò ðàçáèåíèå Th = {ek}
n
k=1 îòðåçêà [0, 1] íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû
ek = [xk−1, xk] ñ øàãîì h = max
k=1,...,n
hk , ãäå hk = xk − xk−1 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé µ > 0 , íå çàâèñÿùåé îò h , ÷òî hk+1 ≤ µhk , k = 1, . . . , n− 1 .
Ïóñòü m ≥ 3  íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ Sm,1h êàê ìíîæåñòâî óíêöèé êëàññà C
1
, ñóæåíèå êàæäîé èç êîòîðûõ íà
ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ek ∈ Th åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè m , òî åñòü
Sm,1h ≡ S
m,1(Th) = {ϕ ∈ C
1[0, 1] : ϕ
∣∣
ek
∈ Pm(ek) ∀ ek ∈ Th}.
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: α/2 − (m − 1) < γ < 1/2, a ∈ Wm−1
∞
, xβ+2−αb ∈
∈ Wm−3
∞
, f ∈ Hm−3γ . Ïîñêîëüêó 1/2 > γ > α/2 − (m − 1) > α − (m − 3) − 5/2 ,
òî ïî òåîðåìå 3 ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå u = σû ,
ãäå óíêöèÿ û  ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (6), ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà
‖û|Hm+1γ−2 ‖ ≤ c‖f |H
m−3
γ ‖.
Ïîëîæèì V̂h = S
m,1
h ∩ V̂ = {v̂ ∈ S
m,1
h : v̂(1) = Dv̂(1) = 0}, Vh = σV̂h.
×åðåç uh ∈ Vh îáîçíà÷èì ïðèáëèæåíèå àëåðêèíà äëÿ çàäà÷è (5), òî åñòü óíê-
öèÿ uh ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ
a(uh, v) = f(v) ∀ v ∈ Vh. (7)
Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) âîçüìåì óíêöèþ ûh ∈ V̂h òàêóþ,
÷òî
â(ûh, v̂) = f̂(v̂) ∀ v̂ ∈ V̂h. (8)
Òîãäà uh = σûh , è äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà:
‖u− uh|V ‖ ∼
√
a(u− uh, u− uh) =
√
â(û− ûh, û− ûh) ∼ ‖û− ûh|V̂ ‖.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü α/2 − (m − 1) < γ < 1/2 , a ∈ Wm−1
∞
, xβ+2−αb ∈ Wm−3
∞
.
Òîãäà äëÿ f ∈ Hm−3γ ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
‖u− uh|V ‖ ≤ ch
θ‖f |Hm−3γ ‖, (9)
ãäå θ = min(m− 1,m− 1 + γ − α/2) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó Ñåà [17, ñ. 109℄, âåñîâûå îöåíêè êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè [18℄ è òåîðåìó 3 äëÿ s = m− 3 , ïîëó÷èì îöåíêó (9):
‖u− uh|V ‖ ∼ ‖û− ûh|V̂ ‖ ≤ c1 inf
ϕ∈V̂h
‖û− ϕ|V̂ ‖ ≤ c2h
θ‖Dm+1û|L2,γ−2‖ ≤
≤ c3h
θ‖û|Hm+1γ−2 ‖ ≤ ch
θ‖f |Hm−3γ ‖.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè a ∈ Wm−1
∞
, xβ+2−αb, f ∈Wm−3
∞
, òî
‖u− uh|V ‖ ∼ ‖û− ûh|V̂ ‖ ≤ ch
m−1‖f |Wm−3
∞
‖.
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû, ïîñêîëüêó
ïðè α < 1 èìååò ìåñòî âëîæåíèå Wm−3
∞
⊂ Hm−3α/2 .
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5. åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
Ïóñòü
(
X, ρ
)
 ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (vj) è ýëåìåíòà v èç X âûïîëíåíà îöåíêà ρ(vj , v) ≤ cq
−j
, ãäå j =
= 0, 1, . . . , q > 1 , òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
ρ(vj , vj+1) ≤ ρ(vj , v) + ρ(v, vj+1) ≤ (c+ cq
−1)q−j .
Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
Ëåììà 2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vj ∈ X âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî ρ(vj , vj+1) ≤ c1q
−j, j = 0, 1, . . . , q > 1 , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò v ∈ X òàêîé, ÷òî ρ(vj , v) ≤ c2q
−j
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ j è íàòóðàëüíûõ s
èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ
ρ(vj , vj+s) ≤ ρ(vj , vj+1) + ρ(vj+1, vj+2) + · · ·+ ρ(vj+s−1, vj+s) ≤
≤
(
c1
s−1∑
i=0
q−i
)
q−j ≤
(
c1
∞∑
i=0
q−i
)
q−j = c1
q
(q − 1)
q−j = c2q
−j , (10)
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vj) óíäàìåíòàëüíà. Òàê êàê ïðîñòðàí-
ñòâî X ïîëíîå, òî ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë, êîòîðûé îáîçíà-
÷èì ÷åðåç v . Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (10) ê ïðåäåëó ïðè s → ∞ , ïîëó÷èì îöåíêó
ρ(vj , v) ≤ c2q
−j
.
Ïóñòü m  ñòåïåíü ïîëèíîìîâ íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå, ûn, û2n  ðåøåíèÿ (8)
íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, ñîñòîÿùåé èç n è 2n êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïî ëåììå 2 ïðè q = 2m−1, n = n02
j
(n0  íà÷àëüíîå ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ) èç íåðàâåíñòâà ‖ûn − û2n|V̂ ‖ ≤ c1n
1−m
ñëåäóåò, ÷òî ‖ûn− û|V̂ ‖ ≤ c2n
1−m
.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èí nm−1‖ûn − û2n|V̂ ‖ ìîæåò ñëó-
æèòü òåñòîì íà ñõîäèìîñòü ìåòîäà ñ ïîðÿäêîì m − 1 . Â òàáë. 1 ýòè âåëè÷èíû
âû÷èñëåíû äëÿ a(x) = 1 + x, b(x) = x, β = α, f(x) = 1 + x .
Òàáë. 1
m α \ n 16 32 64 128 256 512
3 0.5 2.0e3 1.6e3 1.5e3 1.4e3 1.4e3 1.4e3
3 0 2.9e3 2.3e3 2.0e3 1.9e3 1.8e3 1.8e3
3 0.2 3.5e3 2.8e3 2.4e3 2.2e3 2.1e3 2.1e3
3 0.5 4.6e3 3.9e3 3.5e3 3.1e3 2.8e3 2.6e3
3 0.9 6.6e3 6.3e3 6.0e3 5.8e3 5.6e3 5.5e3
4 0.5 2.7e4 2.7e4 2.7e4 2.7e4 2.7e4 2.7e4
4 0 3.3e4 3.3e4 3.3e4 3.3e4 3.3e4 3.4e4
4 0.2 3.5e4 3.6e4 3.6e4 3.6e4 3.7e4 3.7e4
4 0.5 4.0e4 4.0e4 4.0e4 4.0e4 4.0e4 4.1e4
4 0.9 4.7e4 4.8e4 4.9e4 4.9e4 4.9e4 5.0e4
Çàêëþ÷åíèå
Ñõåìû ÌÊÝ, îñíîâàííûå íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, èìåþò â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå îïòèìàëüíóþ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè O(hm−1) íà êëàññå ïðàâûõ ÷àñòåé èç Wm−3
∞
, m ≥ 3 . Äàííûé ìå-
òîä ÿâëÿåòñÿ ýåêòèâíûì êàê â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå α = β = 0 , òàê è â ñëó÷àå
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âûðîæäåíèÿ, òîãäà êàê ñòàíäàðòíûé ÌÊÝ ïðè 0 < α < 1 äëÿ ñêîëü óãîäíî ãëàä-
êîé ïðàâîé ÷àñòè è ëþáîãî m ≥ 3 ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî õóäøåé ñõîäèìîñòè
O(h(1−α)/2) , êîòîðàÿ íå óëó÷øàåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì ãëàäêîñòè âõîäíûõ äàííûõ è
ñòåïåíè ïîëèíîìîâ m íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû  09-01-97015, 10-01-00728).
Summary
A.A. Sobolev, M.R. Timerbaev. On Finite Element Method of High-Order Auray for
Two-Point Degenerated Dirihlet Problem of 4th Order.
In this paper two-point boundary value problem for a dierential equation of 4th order with
degeneration is onsidered. This problem is solved by the nite element method of high-order
auray with a multipliative separation of singularity. The optimal onvergene rate of the
presented method for a given lass of smoothness of the right-hand sides is proved.
Key words: two-point boundary value problem, weighted Sobolev spae, nite element
method, multipliative deomposition of singularity.
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